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1 UVOD 
 
1.1 Opis problema 
 
Odkar se je človek naselil v bližino morja, je veliko časa posvetil opazovanju, opisovanju in 
razumevanju pojavov, povezanih z morjem. Eden od najbolj značilnih pojavov je valovanje 
morja. Kot vsa področja oceanografije je tudi valovanje kompleksno področje, za čigar 
opisovanje potrebujemo širok nabor znanj, predvsem matematičnih in fizikalnih. Valovanje 
morja bi lahko definirali kot potovanje energije skozi morsko telo. Bolj dosledna definicija bi bila, 
da so morski valovi periodično nihanje površine morja, kjer so vodni delci izpostavljeni silam 
vzbujanja in dušenja (Pršić, 2008).  
Valovi se tvorijo, ko na mirujočo morsko gladino deluje neka motnja. Ta povzroči premik delcev 
v vertikalni smeri, ki jih gravitacija, površinska napetost in Coriolisova sila dušijo in vračajo v 
prvotni položaj.. Pri tem pa se pojavi vztrajnost, ki sili v premik nasproti gravitacijskemu. Tako 
pride do nihanja, ki vzbudi nihanje okoliške gladine in s tem tvori valovanje. V kontekstu morja 
je ta »motnja« najpogosteje veter, lahko pa je tudi plovba ladij, preboj gladine s telesom, 
seizmično dogajanje in gibanje Sonca ter Lune. To valovanje se nadaljuje, dokler ne naleti na 
oviro oziroma se razprši ob obali (Sorensen, 2006).  
Že zaradi delovanja različnih vetrov in same narave opisovanja dinamike tekočin je valovanje 
kompleksen proces. Zato so prve enačbe in teorije prišle dokaj pozno – leta 1845 je Sir George 
Biddell Airy postavil prvo, linearno teorijo, ki jo je v sledečih letih s teorijami višjega reda 
nadgradil Sir George Gabriel Stokes, proti koncu devetnajstega stoletja pa se je pojavilo še več 
teorij, katerih cilj je bil bolj natančen in celovit opis valovanja (Dean in Dalrymple, 1984). V 
inženirski praksi se uporabljajo Airyeve enačbe prvega reda, saj so dovolj natančne, ostale 
teorije pa imajo bolj kompleksne enačbe, katerih rezultati od linearne teorije ne odstopajo toliko, 
da bi v praktičnih inženirskih izračunih upravičili težje računske postopke (Sorensen, 2006).  
Ravno inženirski vidik pa je tisti, zaradi katerega je razumevanje enačb valovanja pomembno, 
saj lahko z valovanjem povežemo procese tako ob naravni obali – transport sedimentov in 
erozijo – kot tudi ob grajeni obali, kjer postavljamo valobrane in skalomete za zaščito pred 
silami valov. Napovedi za dvig morske gladine so dodaten razlog za seznanitev s temi procesi 
in tudi opozorilo, da četudi ima Slovenija zgolj približno 45 kilometrov obale, znanje in literaturo 
o morju potrebujemo. Edini opis morskih valov v slovenski literaturi je bolj skop in ne zajame 
nobene od teorij v celoti (Rajar, 1980), kar je bil eden od razlogov za nastanek te diplomske 
naloge.  
 
1.2  Cilj in hipoteza 
 
Cilj 
 
Namen diplomske naloge je predstavitev Airyeve teorije prvega reda z izpeljavami enačb za 
idealne valove na odprtem morju, z vsemi predpostavkami in poenostavitvami. Za inženirsko 
prakso sta najpomembnejši količini hidrostatični in dinamični tlak, ki se pojavljata in vplivata na 
(grajeno) okolje. Enačba in profil dinamičnega tlaka pod valom se spreminja glede na razne 
parametre, ki jih bomo v tej nalogi raziskali, predstavili in razložili.  
 
Hipoteza 
 
Predpostavljamo, da je mogoče z matematično in grafično obravnavo razmerij med parametri 
valovanja prikazati vpliv vseh parametrov na potek dinamičnega tlaka in rezultante dinamičnih 
tlakov ter pojasniti fizikalni količini, ki ju uporabljamo pri izračunih vpliva valovanja na naravno 
obalo in dimenzioniranju objektov in struktur v obalnem inženirstvu. 
  
2                                                                                                         Mlakar, I. 2020. Enačbe valovanja morja. 
                                Dipl. nal. Ljubljana, UL FGG, Univerzitetni študijski program prve stopnje Vodarstvo in okoljsko inženirstvo. 
2 METODE 
 
2.1 Matematični in fizikalni opis valov na odprtem morju  
Poglavje 2.1 temelji na knjigi Water wave mechanics for engineers and scientists (Dean in 
Dalrymple, 1984). Iz tega dela smo vzeli robne pogoje in predpostavke za izpeljave enačb. 
Poimenovanje pojmov in spremenljivk pa smo povzeli iz učbenika Hidravlika nestalnega toka 
(Rajar, 1980).  
 
2.1.1  Potencial toka in glavna diferencialna enačba 
 
Pri obravnavi valov nas ne sme zanesti predaleč – v prvi vrsti imamo še vedno opravka s tokom 
vode, zato si najprej opredelimo primerne enačbe in lastnosti. To bodo glavne enačbe, ki veljajo 
povsod v tekočini, torej povsod v valovih. Na tem mestu se omejimo na idealno tekočino. 
Idealna tekočina je neviskozna in nestisljiva. Privzemimo tudi konstantno gostoto. Na odprtem 
morju, kjer so dimenzije precejšnje, takšne omejitve niso neutemeljene in so dovolj blizu 
realnemu stanju.  
Za opisovanje toka vode je najboljša fizikalna količina kar hitrost vode. V splošnem hitrost 
opisujemo vektorsko, saj voda lahko teče v vse smeri. Ni nujno, da bo tok (hitrost) vedno enak – 
torej je odvisen od lokacije in časa 𝑡. Da bo opis lažji, se preselimo v kartezični koordinatni 
sistem (𝑥, 𝑦, 𝑧) in hitrost razdelimo na tri komponente: 𝑢 je hitrost v smeri 𝑥, 𝑣 je hitrost v smeri 𝑦 
in 𝑤 je hitrost v smeri 𝑧. Vse tri hitrosti združimo v funkcijo ?⃑⃑?  za preglednejši zapis, ?⃑⃑?  pa 
obravnavajmo kot vektorsko polje: 
                                                           
?⃑⃑? = ?⃑⃑? (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = (𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)). (1)        
                  
Ta zapis združuje tri komponente hitrosti, odvisne od kar štirih spremenljivk. Za zapisovanje 
enačb bi bilo to kar neugodno – dobili bi enačbo za vsako od komponent hitrosti. Zato si 
omislimo neko funkcijo, ki bi bolj elegantno združevala hitrosti in vse spremenljivke. 
Poimenujemo jo potencial toka in označimo kot 𝜱 = 𝜱(𝒙, 𝒚, 𝒛), skalarno polje. Recimo si, da je 
spreminjanje potenciala glede na prostor povezano s hitrostjo toka. Spreminjanje je najbolj 
ugodno izraženo kot odvod, toda ker ima prostor tri komponente uporabimo parcialne odvode in 
si s tem dokončno definiramo hitrosti kot:  
 
𝑢 = −
𝜕𝚽
𝜕𝑥
, (2) 
𝑣 = −
𝜕𝚽
𝜕𝑦
, (3) 
𝑤 = −
𝜕𝚽
𝜕𝑧
. (4) 
 
Potencial 𝜱 je uveden za enostavnejše in preglednejše računanje. K časovni odvisnosti se 
vrnemo kasneje. Negativni predznak je napisan za kasnejše preprostejše računanje, opozarja 
pa nas tudi na to, da voda teče iz kraja z večjim potencialom na kraj z manjšim potencialom. 
Drugače rečeno – hitrost je gradient potenciala 𝚽.  S pomočjo gradienta združimo enačbe (2)-
(4) v uporabnejši zapis: 
 
?⃑⃑? = −𝛻𝚽. (5) 
 
To pomeni, da je ?⃑⃑?  potencialno (ali gradientno) vektorsko polje, kar velja ob predpostavki 
brezvrtinčnosti: 
𝛻 × ?⃑⃑? = ?⃑? . (6) 
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S tem smo dosegli prvi cilj. Sedaj pa si poglejmo še ozadje potenciala toka ter zakaj deluje. Ker 
nam 𝜱 opisuje hitrosti, nam s tem tudi opisuje pretok. Pretok skozi neko krivuljo bi lahko  
izračunali s krivuljnim integralom vektorskega polja ?⃑⃑?  po krivulji 𝐾𝐴𝐵 med točkama A in B.  Če je 
polje ?⃑⃑?  potencialno oziroma nevrtinčno, krivuljni integral ni odvisen od oblike krivulje.  
Sedaj zapišemo potencial 𝜱 kot krivuljni integral: 
 
 
𝚽 = − ∫ ?⃑⃑?  ∙ d𝑠  = −
 
𝐾𝐴𝐵
∫(𝑢 𝑑𝑥 + 𝑣 𝑑𝑦 + 𝑤 𝑑𝑧),
 
𝐾𝐴𝐵
 
 
 
(7) 
 
kjer nam člen ?⃑⃑?  ∙ d𝑠  predstavlja merilo za pretok v normalni smeri na krivuljo glede na krajevno 
in časovno enoto. 
 
Če v enačbo (7) vstavimo enačbe (2)-(4), dobimo obliko eksaktnega diferenciala, torej bo 
vrednost integrala res odvisna le od začetne in končne točke: 
 
 
𝚽 = − ∫ ?⃑⃑?  ∙ d𝑠  =
 
𝐾𝐴𝐵
∫ (
𝜕𝚽
𝜕𝑥
𝑑𝑥 +
𝜕𝚽
𝜕𝑦
𝑑𝑦 +
𝜕𝚽
𝜕𝑧
𝑑𝑧) =
 
𝐾𝐴𝐵
𝚽(B) − 𝚽(A). 
 
 
     (8)      
 
Sedaj iz primerjav enačb (7) in (8) dobimo potrditev za zapis komponent hitrosti 𝑢, 𝑣 in 𝑤:  
𝑢 = −
𝜕𝚽
𝜕𝑥
,  𝑣 =  −
𝜕𝚽
𝜕𝑦
  ter 𝑤 = −
𝜕𝚽
𝜕𝑧
. Potencial 𝚽 torej res opiše tok vode.  
Tako zopet utemeljimo uvedbo potenciala toka. Ampak še vedno nam manjka enačba, kjer bi 
uporabili dosedanji trud. Zato se spomnimo na eno od glavnih enačb hidromehanike – 
kontinuitetno enačbo in jo zapišimo s predpostavkami za idealno tekočino konstantne gostote 
in brez stisljivosti:  
 
 𝛻 ∙ ?⃑⃑? =
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣
𝜕𝑦
+
𝜕𝑤
𝜕𝑧
= 0 ,  oziroma: 
 
𝛻 ∙ ?⃑⃑? = 0. (9) 
 
Sedaj v  enačbo (9)  namesto ?⃑⃑?  vstavimo izraz (5) in množimo z −1, da se znebimo 
negativnega predznaka: 
 
𝛻 ∙ 𝛻𝚽 = 0. (10) 
 
Tako dobimo izraz, ki predstavlja divergenco gradienta. Kljub velikim besedam tu ni razloga za 
strah. Izraz se poenostavi na sledeč način: 
𝛻 ∙ 𝛻𝚽 = (
𝜕
𝜕x
,
𝜕
𝜕y
,
𝜕
𝜕z
) ∙ (
𝜕𝚽
𝜕x
,
𝜕𝚽
𝜕y
,
𝜕𝚽
𝜕z
) =
𝜕2𝚽
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝚽
𝜕𝑦2
+
𝜕2𝚽
𝜕z
= 𝛻2𝚽. 
 
Oziroma kot bolj znan zapis: 
∆𝚽 = 0. (11) 
 
To je Laplaceova enačba, ki jo bomo odslej pisali kot vsoto drugih parcialnih odvodov. 
Za to homogeno linearno parcialno diferencialno enačbo velja princip superpozicije – to dejstvo 
si gre zapomniti, saj bo kasneje vitalnega pomena. Superpozicija pomeni, da če enačbi 
zadovolji npr. 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧) in tudi 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧), ji zadovolji tudi poljubna linearna kombinacija teh dveh 
funkcij.  
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Z enačbo (11) smo dobili iz poenostavljene kontinuitetne enačbe  Laplaceovo enačbo, ki bo v 
nadaljevanju glavna (diferencialna) enačba – vse ostale enačbe, ki veljajo za valove, morajo 
zadostiti tudi Laplaceovi enačbi. Te ostale enačbe bodo robni pogoji vala. Ko bomo rešili 
potencial toka, bomo poznali tudi hitrosti v vseh točkah obravnavanega polja.  
Sedaj se končno lahko osredotočimo na anatomijo in opis morskih valov. Za preglednejšo skico 
in olajšano računanje se omejimo na 𝑥-𝑧 prerez valov in privzamemo simetričnost po 𝒚-osi (v 
inženirski praksi so tudi vse enačbe v povezavi z valovi zapisane za 𝑥-𝑧 ravnino). Laplaceova 
enačba torej izgubi člen s spremenljivko 𝑦. 
Slika 1 dobro opiše geometrijo valov in morskega dna, kjer nam simbol 𝐻 predstavlja višino 
vala, 𝜂 odmik od srednjega nivoja gladine, 𝐿 dolžino vala, 𝐶 hitrost širjenja valovanja v 𝑥-smeri, 
ℎ globino morja, 𝑢 horizontalno hitrost gibanja delcev vode, 𝑤 vertikalno hitrost gibanja delcev 
vode in 𝑧 vertikalno komponento koordinatnega sistema, ki ima izhodišče na srednjem nivoju 
gladine.  
 
Slika 1: Prerez vala v x-z ravnini. Prirejeno po (Sorensen, 2006). 
Val opišemo z odmikom od srednje ravni gladine 𝑧 = 0. Odmik predstavimo kot funkcijo 𝜂 =
𝜂(𝑥, 𝑡). Tudi za gladino bodo veljale določene predpostavke – da ostanemo v skladu s prej 
zapisanim, smo še vedno pri idealni nestisljivi tekočini konstantne gostote, z nevrtinčnim tokom 
in simetrijo po 𝑦-osi. Da bomo lahko kasneje kaj izračunali, predpostavimo da bo imel val 
sinusoidno geometrijo odmika 𝜂. Val ima dolžino 𝐿, in prepotuje pot 𝐿 v času 𝑇. 
To je opis enega samega vala. Kdor pa je opazoval morje ve, da je valov več. Za nadaljnje 
opise in izpeljave privzemimo, da vsakemu valu sledijo identični valovi. Slika se torej ciklično 
ponavlja in se ponovi po času 𝑇. To je dovolj močna predpostavka, da lahko po krajšem 
premisleku načnemo robne pogoje valov. 
  
Še nekaj besed o ostalih lastnostih valov: celotna višina vala je merjena od grebena vala 
(najvišja točka) do dola vala (najnižja točka) in je označena kot 𝐻. Privzeli bomo, da je največji 
odmik tako navzgor kot navzdol enak 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 𝐻/2. Batimetrija (geometrija) dna se lahko 
poljubno spreminja. Globino merimo kot odmik od srednje gladine in označimo kot ℎ = ℎ(𝑥).  
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2.1.2 Robni pogoji  
 
2.1.2.1 Splošna kinematika 
 
Poiskali bomo splošno enačbo za kinematiko oziroma za gibanje delcev vode. Potem bomo te 
najbolj splošne pogoje uporabili na gladini ter na dnu morja, ki ju bomo vzeli kot robova našega 
vala.  
Valovi so torej identične oblike in hitrosti ter potujejo v isto smer. Torej gre istočasno za 
odvisnost od časa in od lokacije. V najbolj splošnem definiramo neko ploskev 
𝑭(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 0, ki opisuje robove našega vala (torej gladino ali dno). Sedaj si 
predstavljamo, da se s hitrostjo valov gibamo skupaj z valom. Če bi pogledali okoli sebe, 
relativno na valovanje ne bi opazili nobenega spreminjanja. Kljub temu, da se premikamo, se 
premikamo s hitrostjo valov – in ti se ne spreminjajo.  
Za primere, ko se tako gibamo v/z opazovanim poljem, je uporaben materialni odvod. Ker kot 
opazovalci, ki se gibljemo skupaj z valom, ne vidimo spreminjanja, je materialni odvod enak 0. 
Torej, na ploskvi 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0 velja:  
 
𝐷𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝐷𝑡
=
𝜕𝐹
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝐹
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝐹
𝜕𝑦
+ 𝑤
𝜕𝐹
𝜕𝑧
=
𝜕𝐹
𝜕𝑡
+ ?⃑⃑? ∙ 𝛻𝐹 = 0, (12) 
 
kjer člen 
𝜕𝐹
𝜕𝑡
 predstavlja časovno spremembo ploskve, člen ?⃑⃑? ∙ 𝛻𝐹 pa opisuje spremembo, ki jo 
vidimo zato, ker se premikamo v polju. Ti spremembi morata biti nasprotno enaki, da kot 
opazovalec, ki se premika z valom, ne vidimo razlike. Ker je materialni odvod na ploskvi  enak 
nič, mora veljati: 
 
?⃑⃑? ∙ 𝛻𝐹 = −
𝜕𝐹
𝜕𝑡
. (13) 
 
Iz vektorske analize vemo, da lahko na (gladko) ploskev v poljubni točki postavimo normalni 
vektor ?⃑⃑? , ki je pa ravno: 
                                                                       
?⃑⃑? =
𝛻𝐹
|𝛻𝐹|
=
1
|𝛻𝐹|
(
𝜕𝐹
𝜕𝑥
,
𝜕𝐹
𝜕𝑦
,
𝜕𝐹
𝜕𝑧
) . (14) 
 
Iz enačbe (14) sledi, da je 𝛻𝐹 = |𝛻𝐹|?⃑⃑? . Ta izraz vnesemo v enačbo (12) namesto izraza 𝛻𝐹 ter 
delimo z |𝛻𝐹| in dobimo sledeči izraz:  
 
?⃑⃑? ∙ ?⃑⃑? = −
𝜕𝐹
𝜕𝑡
1
|𝛻𝐹|
. (15) 
 
Ta rezultat ima že nek smisel. Ker je  ?⃑⃑? ∙ ?⃑⃑?  merilo za pretok, se gladina 𝐹 spreminja toliko, 
kolikor je skozi njo pretoka.  
( Opomba: |𝛻𝐹| = √(
𝜕𝐹
𝜕𝑥
)
2
+ (
𝜕𝐹
𝜕𝑦
)
2
+ (
𝜕𝐹
𝜕𝑧
)
2
.To je velikost vektorja. Ta člen je dodan zato, da je 
velikost normalnega vektorja normirana.) 
 
2.1.2.2 Spodnji kinematični robni pogoj 
 
Treba je postaviti pogoj za kinematiko ob morskem dnu. Realen opis toka ob morskem dnu je 
zelo zahteven, saj se geometrija dna s časom lahko spreminja, dno je porozno in je zato možen 
tudi pretok po porah materiala, dno je nepravilne geometrije, ipd. Da bo naše nadaljnje delo 
mogoče, privzemimo da je dno fiksne geometrije, torej neodvisno od časa 𝑡. Poleg tega 
privzamemo, da je dno popolnoma neprepustno.  
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Ostajamo v 2D prerezu in dno opišemo glede na srednji nivo gladine: 𝑧 = −ℎ(𝑥) oziroma: 
 
𝑧 + ℎ(𝑥) = 0. (16) 
 
Ker je spodnji rob po predpostavki neodvisen od časa, lahko obliko dna matematično zapišemo 
kot 𝐹𝐷𝑛𝑜(𝑥, 𝑧) = 𝑧 + ℎ(𝑥) = 0. Za kinematiko vodnega toka ob dnu pa še vedno mora veljati 
enačba (15), kjer je člen −
𝜕𝐹
𝜕𝑡
  
1
|𝛻∙𝐹|
 enak 0, saj vendarle odvajamo po času. Ostanem nam 
enostaven izraz: 
 
?⃑⃑? ∙ ?⃑⃑? = 0    na 𝑧 = −ℎ(𝑥). (17) 
 
Dobljena enačba je zgovorna – skozi dno ni pretoka. Vendarle pa si v taki obliki z njo ne 
moremo pomagati. Da bo koristna, moramo razširiti levo stran enačbe s skalarnim produktom, 
za to pa je potrebno določiti normalo. Za ?⃑⃑?  že vemo, da je ?⃑⃑? = (𝑢,𝑤). Normalo ?⃑⃑?  določimo iz 
𝐹𝐷𝑛𝑜 po enačbi  ?⃑⃑? =
𝛻𝐹
|𝛻𝐹|
. Člen 𝛻𝐹 ni nič drugega kot gradient funkcije  𝐹 = 𝐹𝐷𝑛𝑜(𝑥, 𝑧) = 𝑧 + ℎ(𝑥), 
to je  𝛻𝐹 = (
𝜕ℎ
𝜕𝑥
, 1). Člen |𝛻𝐹| je zopet samo velikost vektorja, torej |𝛻𝐹| = √(
𝜕ℎ
𝜕𝑥
)
2
+ 1. Čas je za 
skalarni produkt: 
 
?⃑⃑? ∙ ?⃑⃑? = 0 = (𝑢,𝑤) ∙ (
𝜕ℎ
𝜕𝑥
, 1)
1
√(
𝜕ℎ
𝜕𝑥)
2
+ 1
.
 
 
Če izraz množimo z √(
𝜕ℎ
𝜕𝑥
)
2
+ 1 in izračunamo skalarni produkt, dobimo 𝑢
𝜕ℎ
𝜕𝑥
+ 𝑤 = 0. 
Izpostavimo 𝑤: 
 
𝑤 = −𝑢
𝜕ℎ
𝜕𝑥
    na 𝑧 = −ℎ(𝑥). (18) 
 
Dobljeni izraz je zanimiv še posebej, če je dno horizontalno – potem je ℎ(𝑥) = ℎ in je funkcija 
konstantna, torej je odvod enak 0, zato se robni pogoj z enačbo (4) spremeni v: 
 
−𝑤 =
𝜕𝚽
𝜕𝑧
= 0    na 𝑧 = −ℎ. (19) 
 
Vertikalna komponenta hitrosti vode je za horizontalno dno enaka nič.  Poglejmo si še, kaj se 
zgodi če ni tako velike poenostavitve dna. Enačbo (18) delimo z 𝑢 in dobimo:  
 
𝑤
𝑢
= −
𝜕ℎ
𝜕𝑥
    na 𝑧 = −ℎ(𝑥). (20) 
 
Enačba (20) nam pove, da bolj kot je strmo dno, večja je hitrost 𝑤. Če je dno linearne oblike, 
nam je to v pomoč pri določanju hitrosti. V bolj kompleksne geometrije pa se tu nima smisla 
potapljati. Kontinuitetno ima enačba tudi smisel – pretok se ohranja, ob zožitvi zaradi 
dvigovanja dna torej naraste hitrost. 
 
2.1.2.3 Zgornji kinematični robni pogoj  
 
Poglejmo gibanje delcev oziroma hitrosti na gladini. Tu ne moremo govoriti o fiksni geometriji 
kot pri dnu, temveč se spopadamo z geometrijo ki nam matematično še ni znana – premikajoča 
se prosta gladina valov.  
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Geometrijo gladine matematično zapišemo kot 𝐹𝑔𝑙 = 𝐹𝑔𝑙(𝑥, 𝑧, 𝑡). Nato se spomnimo, da gladina 
z odmikom 𝜂 živi okoli srednjega nivoja 𝑧 = 0. Splošna kinematična enačba (15) vključuje odvod 
po času – če gladino zapišemo drugače, si delo olajšamo. Najlažje je gladino zapisati kot odmik 
𝜂 okoli fiksnega nivoja gladine  𝑧 = 0 v sledeči obliki: 
 
 𝐹𝑔𝑙 = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑡)    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡).          (21)   
     
Opomba: srednjo gladino vzamemo kot vodoravno in stalno. 
Ta izraz vnesemo v (15) in dobimo:  
 
?⃑⃑? ∙ ?⃑⃑? = −
𝜕(𝑧 − η(𝑥, 𝑡))
𝜕𝑡
1
|𝛻𝐹|
=
𝜕η
𝜕𝑡
1
|𝛻𝐹|
.  
 
 
Zopet moramo izvrednotiti člen  
1
|𝛻𝐹|
. Pri gradientu časovna komponenta ni pomembna in zato je  
𝛻𝐹 = 𝛻(𝑧 − η(𝑥, 𝑡)) = (−
𝜕𝜂
𝜕𝑥
, 1) .  
 
 Sedaj zapišemo velikost 
|𝛻𝐹| = √(
𝜕𝜂
𝜕𝑥
)
2
+ 1.  
Dobljene izraze vnesemo v enačbo (15) in pridobimo sledečo prikazen: 
 
?⃑⃑? ∙ ?⃑⃑? =
𝜕η
𝜕𝑡
√(
𝜕𝜂
𝜕𝑥)
2
+ 1
    na gladini 𝑧 = η(𝑥, 𝑡).
(22) 
 
Tako kot se ponavlja zgodovina se ponavlja tudi računanje skalarnega produkta na levi strani 
enačbe (22). Za gladino si moramo napisati izraz za normalo, zopet kot 
 
?⃑⃑? =
𝛻𝐹
|𝛻𝐹|
=
𝛻(𝑧 − η(𝑥, 𝑡))
√(
𝜕𝜂
𝜕𝑥)
2
+ 1
=
(−
𝜕𝜂
𝜕𝑥 , 1)
√(
𝜕𝜂
𝜕𝑥)
2
+ 1
.
 
 
Zdaj vstavimo ?⃑⃑?  v enačbo (22), odpravimo ulomek in imamo:  
 
(𝑢, 𝑤) ∙ (−
𝜕𝜂
𝜕𝑥
, 1) =
𝜕η
𝜕𝑡
    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡).  
 
Ko opravimo skalarni produkt dobimo:  
 
−
𝜕𝜂
𝜕𝑥
𝑢 + 𝑤 =
𝜕η
𝜕𝑡
    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡). (23) 
 
Garaško delo je končano. V enačbi (23) sedaj upoštevamo enačbi (2)-(4) in izpostavimo 𝑤: 
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑧
=
𝜕η
𝜕𝑡
−
𝜕𝚽
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑥
    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡). (24) 
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To je končni kinematični robni pogoj za prosto gladino. Kar nam dejansko pove je, da delci 
vode, ki so na prosti gladini, morajo tudi ostati na prosti gladini ter se premikati s hitrostjo 
gladine.  
Obstaja tudi druga, elegantnejša izpeljava zgornjega kinematičnega robnega pogoja (24) in 
spodnjega kinematičnega robnega pogoja (20). Izraz za zgornji rob 𝐹𝑔𝑙 = 𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑡) in spodnji 
rob 𝑧 + ℎ(𝑥) = 0 vstavimo direktno v enačbo (12). Za zgornji kinematični robni pogoj potem 
dobimo izraz  
 
𝐷(𝑧 − 𝜂(𝑥, 𝑡))
𝐷𝑡
= 𝑤 −
𝐷𝜂
𝐷𝑡
= 0    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡),  
 
ki se razvije v pogoj (23). Za spodnji kinematični robni pogoj pa direktno dobimo pogoj (18). 
Vendarle pa nam naš daljši način pokaže več informacij in enačb, ki bi jih lahko potencialno 
uporabljali v matematičnih in numeričnih modelih.  
S tem smo zaključili kinematiko delcev. Plujemo dalje.  
 
2.1.2.4 Dinamični robni pogoj  
 
Doslej smo imeli opravka z gibanjem delcev/tokom vode. Čas je, da se posvetimo še tlaku v 
vodnem stolpcu ter na površju vode. Zakaj? Večina valov se tvori zaradi vplivov vetra, ki 
ustvarijo pulzacije tlaka na gladini vode, kar se stopnjuje in na koncu razvije v val – vetrni valovi 
tudi prenašajo največ energije. Tudi ko vržemo kamen v vodo ustvarimo tlak, ki povzroči 
nastanek valov. Zato uvedemo oznako 𝑝 za (očitno pomemben) tlak in uporabimo 
Bernoullijevo enačbo, napisano za potencial 𝜱. Ta enačba je izpeljana iz Eulerjevih enačb 
gibanja, ki predpostavljajo idealno tekočino in nevrtinčen tok – torej je vse v skladu z 
dosedanjimi predpostavkami.  
Bernoullijeva enačba za dvodimenzionalen 𝑥-𝑧 prerez se zapiše kot:  
 
−
𝜕𝜱
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2) +
𝑝
𝜌
+ 𝑔𝑧 = 𝐶(𝑡) = 0,               (25) 
 
kjer je 𝑝 tlak, z vertikalna koordinata, 𝑔 gravitacijski pospešek in 𝜌 gostota tekočine. 𝐶(𝑡) je 
Bernoullijeva konstanta, posledica izpeljave enačbe, in jo vzamemo kot 0 (saj ni večjih zunanjih 
vplivov ali časovnih sprememb – pa še računanje je lažje). Bernoullijeva enačba povezuje 
hitrost, tlak in globino v vsaki točki tekočine (tudi obravnavanega vala). Zato lahko Bernoullijevo 
enačbo zapišemo in enačimo za katerokoli točko v izbranem koordinatnem sistemu.  
Nekaj besed je treba nameniti tlaku 𝑝. Ta člen je lahko funkcija in z njim opišemo vpliv vetra ali 
drugih motenj na površju valov. Lahko bi privzeli atmosferski tlak, a bi potem morali računati z 
dodatnim členom v enačbi. Elegantna rešitev pa je, da vzamemo namesto absolutnega tlaka 
kar relativni tlak in privzamemo, da je atmosferski tlak prisoten povsod na morski gladini in je 
konstantne vrednosti. Tako je člen 
𝑝
𝜌
 enak nič.  
Da vpliv vetra ni velik, še najbolj velja za valove, ki so nastali nekje drugje v morju in so 
pripotovali stran od območij, kjer jih je generiral veter (angl. swell, slab prevod je »mrtvo morje« 
ali »valovi mrtvega morja«). Valovi, na katere vpliva veter (angl. seas, prevod »valovi živega 
morja«), so namreč precej bolj nepravilne oblike, saj so tridimenzionalni, spremenljive periode, 
višine in smeri, in jih z enostavnimi enačbami ni mogoče opisati.  
Ko se postavimo v okolico gladine, lahko torej napišemo: 
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2) + 𝑔𝑧 = 0    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡). (26) 
 
Oziroma: tlak na gladini je povsod enak 0. 
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2.1.2.5 Periodična robna pogoja 
 
Ostala sta samo še dva pogoja. Že pri sliki 1 in v poglavju 2.1.1 je bilo čutiti periodičnost. Valovi 
so dolžine 𝐿 in opravijo pot dolžine 𝐿 v času 𝑇. Iskani 𝜱 torej mora biti periodičen tako po 
prostoru kot po času. Matematična definicija periodičnosti funkcije 𝑓 je 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑎) za neko 
število 𝑎 in vse 𝑥. Zapišimo posebej pogoja za prostor in za čas, saj bi bilo naivno pričakovati 
usklajenost. Poleg tega nam bo to kmalu omogočilo reševanje enačb za potencial.  
 
𝚽(𝑥) = 𝚽(𝑥 + 𝐿). (27) 
 
𝚽(𝑡) = 𝚽(𝑡 + 𝑇). (28) 
 
 
 
2.1.3 Reševanje osnovnega robnega problema 
 
Teren imamo pripravljen, čas je za iskanje takšnega potenciala 𝜱, ki bo zadovoljil Laplaceovi 
enačbi in  vsem robnim pogojem. Zberimo jih skupaj in naštejmo vse predpostavke kot opomin 
na to, kako smo si računanje poenostavili.  
Enačbe:  
𝜕2𝚽
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝚽
𝜕𝑧2
= 0    velja povsod, (29) 
 
−𝑤 =
𝜕𝚽
𝜕𝑧
= 0    na 𝑧 = −ℎ, (30) 
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑧
=
𝜕η
𝜕𝑡
−
𝜕𝚽
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑥
    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡), (31) 
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2) + 𝑔𝑧 = 0    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡), (32) 
 
𝚽(𝑥) = 𝚽(𝑥 + 𝐿)    za vse 𝑥, (33) 
 
𝚽(𝑡) = 𝚽(𝑡 + 𝑇)    za vse 𝑡. (34) 
 
Poenostavitve pa vključujejo nevrtinčen tok, idealno tekočino s konstantno gostoto, ravno 
neprepustno dno, delamo z relativnim zračnim tlakom, ni zunanjih vplivov, valovi se periodično 
ponavljajo, omejitev na 𝑥-𝑧 prerez je zadostna zaradi simetrije po 𝑦-smeri. Valovi so majhnih 
amplitud, Coriolisove sile pa tudi ne upoštevamo.   
 
Lotimo se reševanja.  Do te točke smo pri potencialu 𝜱 zanemarjali njegovo časovno odvisnost 
in smo obravnavali le prostorsko odvisnost. Čas je da to spremenimo in uvedemo nazaj 
časovno odvisnost. To bomo storili tako, da bomo 𝜱(𝑥, 𝑧, 𝑡) »razbili« na tri dele s Fourierovo 
metodo ločevanje spremenljivk. To pomeni, da bomo 𝜱  razdelili na tri komponente – 
𝑋(𝑥), 𝑍(𝑧) ter 𝑇(𝑡). Pridobimo: 
 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = X(x) Z(z) Ͳ(t). (35) 
 
V tej obliki se lahko posvetimo robnemu pogoju (34) – časovna periodičnost. Ͳ(𝑡) mora biti enak 
tudi Ͳ(𝑡 + 𝑇), torej mora biti periodičen. Najbolj »znane« periodične funkcije so sinus, kosinus ali 
pa kar kombinacija obojih. Za naše potrebe bo zadoščal sinus. (Lahko vzamemo kosinus – to je 
potem le fazni zamik). Ker se pri sinusu ista vrednost pojavlja z neko periodo, lahko enako 
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uvedemo za obravnavane valove in se že na tem mestu odrešimo enačbe (34). Pišemo:  
 
Ͳ(𝑡) = sin( 𝜎𝑡), (36) 
 
kjer 𝜎 pomeni kotno frekvenco valovanja. Vrednost 𝜎 poiščimo s pogojem o periodičnosti: 
sin(𝜎𝑡) = sin(𝜎(𝑡 + 𝑇)). Sinus ima periodo 2𝜋, zato mora veljata da je 𝜎𝑇 = 2𝜋, oziroma:  
 
𝜎 =
2𝜋
𝑇
. (37) 
 
Kasneje bo ta ugotovitev pomembna. σ označuje frekvenco valovanja. Čeprav sta frekvenca in 
perioda valovanja recipročni vrednosti, bomo zaradi preglednosti od tod naprej govorili zgolj o 
periodi valovanja.  
 
 
Če vstavimo (36) v (35) dobimo:  
 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = X(x)Z(z) sin(𝜎𝑡) .  
 
Ta izraz mora zadovoljiti Laplaceovo enačbo  
𝜕2𝚽
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝚽
𝜕𝑧2
= 0. Zato si pripravimo višja odvoda - 
zaradi separacije spremenljivk ne bosta parcialna. Dobimo:  
 
𝜕2𝚽
𝜕𝑥2
= X′′(x)𝑍(𝑧) sin(𝜎𝑡)  ter 
𝜕2𝚽
𝜕𝑧2
= Z′′(z)𝑋(𝑥) sin(𝜎𝑡) .  
 
Ta dva izraza vstavimo v Laplaceovo enačbo in pokrajšamo sin(𝜎𝑡): 
 
X′′(x)𝑍(𝑧) = −Z′′(Z)𝑋(𝑥).  
 
Ker gre za diferencialno enačbo z dvema spremenljivkama, bomo spremenljivki ločili. Dobimo 
sledeč izraz:  
X′′(x)
𝑋(𝑥)
= −
Z′′(z)
𝑍(𝑧)
. (38) 
 
Gre za zelo znan izraz v matematiki. Z njim se je prvi ubadal Fourier, ki je ugotovil, da morata 
biti oba člena konstantna, da sta res enaka za vse vrednosti 𝑥 in 𝑧. Za lepšo rešitev (bodisi 
eksponentno ali sinusoidno) napišemo, da sta oba člena enaka (negativnemu) kvadratu 
konstante oziroma:  
 
X′′(x)
𝑋(𝑥)
= −𝑘2. (39) 
 
Z′′(z)
𝑍(𝑧)
= 𝑘2. (40) 
 
Prišli smo do dveh ločenih diferencialnih enačb, med seboj povezanih le s konstanto 𝑘, ki nam 
bosta prinesli 𝑍(𝑧) in 𝑋(𝑥). Glede na vrednost člena 𝑘 (pozitiven, negativen, kompleksen) je 
možnih več rešitev enačbe – izbrati moramo tiste rešitve, ki bodo zadostile pogoju (33). Vse 
možne rešitve so v matematiki že dobro znane, zato jih zapišimo v preglednico za 𝑘 = 0, 𝑘2 > 0 
in 𝑘 je kompleksno število (če ne ustreza pogoju 𝑘2 > 0): 
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Preglednica 1: Rešitve Laplaceove enačbe. 
Vrednost k Rešitev X(x) Rešitev Z(z) 
𝑘 = 0 𝐴𝑥 +  𝐵 𝐶𝑧 +  𝐷 
𝑘2 > 0 𝐴 cos(𝑘𝑥) + 𝐵 sin(𝑘𝑥) C𝑒𝑘𝑧+D𝑒−𝑘𝑧 
𝑘 ∈ ℂ. 𝐴𝑒|𝑘|𝑥 + 𝐵𝑒−|𝑘|𝑥 𝐶 cos(|𝑘|𝑧) + 𝐷 sin(|𝑘|𝑧) 
 
Edina rešitev, ki zadosti pogoju (33), je pri 𝑘2 > 0. Če bi bili predznaki za 𝑘2 drugačni, pa 
rešitve ne bi imeli. Ustrezne rešitve sedaj vnesemo v Laplaceovo enačbo: 
 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = (A cos(𝑘𝑥) + B sin(𝑘𝑥))(C𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧) sin(𝜎𝑡). (41) 
 
Z enačbo (41) smo pridobili 5 novih neznank – 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 in 𝑘. Z robnimi pogoji ki so še ostali, jih 
bomo določili. Začnimo s pogojem (33) – periodičnost po prostoru. Bolj pregledno bo, če si v 
izolaciji ogledamo samo člene, odvisne od 𝑥, torej prej zapisani 𝑋(𝑥): 
X(x) = 𝐀𝐜𝐨𝐬(𝒌𝒙) + 𝐁𝐬𝐢𝐧(𝒌𝒙) = X(𝑥 + 𝐿)  
= A(𝐜𝐨𝐬(𝒌𝒙) cos(𝒌𝑳) − sin(𝑘𝑥) sin(𝑘𝐿)) + B(𝐬𝐢𝐧(𝒌𝒙) cos(𝑘𝐿) + cos(𝑘𝑥) sin( 𝑘𝐿).  
 
Kdaj je to res? Ko dobro pogledamo člene, vidimo da nam morajo ostati samo poudarjeni členi. 
Torej mora veljati, da je cos(𝑘𝐿) = 1 ter sin(𝑘𝐿) = 0. To je res za 𝑘𝐿 = 2𝜋 oziroma: 
 
𝑘 =
2𝜋
𝐿
. (42) 
 
S tem smo uspešno zadovoljili že drugemu robnemu pogoju. Dobljeni 𝑘 imenujemo valovno 
število. 
Ostali trije robni pogoji so za obravnavo bolj zahtevni. Za pomoč se spomnimo na princip 
superpozicije, ki velja za Laplaceovo enačbo. Sedaj razpišemo enačbo (41) in opravimo 
podoben premislek: 
 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = A cos(𝑘𝑥) (C𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧) sin(𝜎𝑡) + B sin(𝑘𝑥) (C𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧) sin(𝜎𝑡) .  
 
Tako prvi kot drugi člen te enačbe posamezno zadostita Laplaceovi enačbi. Edina razlika je v 
faznem zamiku med sinusom in kosinusom:  sin (𝑥 +
𝜋
2
) = cos(𝑥). Zato si vse nadaljnje 
izpeljave poenostavimo z upoštevanjem principa superpozicije, in obravnavajmo le prvi člen. 
Imejmo pa v mislih, da je vse izpeljave potrebno narediti tudi za drugi člen, in na koncu sešteti 
obe rešitvi za celotno rešitev. A ker je razlika med členoma tako majhna, bomo rešitev za drugi 
člen ob pravem času zgolj navedli in nato sešteli. Obravnavajmo torej prvi člen:  
 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = Acos(𝑘𝑥)(C𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧) sin(𝜎𝑡) . (43) 
 
Za ta člen lahko uporabimo spodnji kinematični robni pogoj (30) in dobimo:  
 
−𝑤 =
𝜕𝚽
𝜕𝑧
= 0 = 𝐴cos(𝑘𝑥)(𝑘𝐶𝑒𝑘𝑧 − 𝑘𝐷𝑒−𝑘𝑧) sin(𝜎𝑡) .  
 
To velja na višini 𝑧 = −ℎ, torej lahko zapišemo 0 = 𝑘𝐴cos(𝑘𝑥)(𝐶𝑒−ℎ𝑘 − 𝐷𝑒+ℎ𝑘) sin(𝜎𝑡). 
 
Ta izraz mora biti enak 0 za vsako vrednost spremenljivk 𝑥, 𝑧 in 𝑡. Ker je pogoj zapisan za višino 
𝑧, moramo pogledati, kdaj je izraz 𝐶𝑒−ℎ𝑘 − 𝐷𝑒+ℎ𝑘 enak nič. Torej je 𝐶𝑒−ℎ𝑘 = 𝐷𝑒+ℎ𝑘. Delimo z 
𝑒−ℎ𝑘 in dobimo:  
𝐶 = 𝐷𝑒2ℎ𝑘. (44) 
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Z robnim pogojem (30) smo se torej znebili konstante 𝐶. Dobljeni izraz (44) je namreč 
konstanten, saj je globina ℎ privzeta kot konstanta. Vrednost (44) vnesemo v potencial toka (43) 
namesto člena 𝐶 in dobimo: 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = Acos(𝑘𝑥)(D𝑒2ℎ𝑘𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧) sin(𝜎𝑡) . (45) 
 
Ta izraz se da poenostaviti, ampak je prej na mestu opozorilo – poenostavitev je duhomorna in 
dolga. Načrt je, da iz izrazov 𝑒𝑘𝑧  in 𝑒−𝑘𝑧  izrazimo hiperbolični kosinus, ki je definiran kot:                
cosh(𝑘𝑧) =
𝑒𝑘𝑧+𝑒−𝑘𝑧
2
. Za to bo potrebno precej izpostavljanja in algebraičnega manipuliranja, tako 
da se kar podajmo v računanje. V izolaciji si oglejmo člen 𝐴(D𝑒2ℎ𝑘𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧): 
𝐴(D𝑒2ℎ𝑘𝑒𝑘𝑧 + D𝑒−𝑘𝑧) = 𝐴𝐷(𝑒2ℎ𝑘𝑒𝑘𝑧 + 𝑒−𝑘𝑧) = 𝐴𝐷 (𝑒2ℎ𝑘𝑒𝑘𝑧 + 𝑒−𝑘𝑧
𝑒ℎ𝑘
𝑒ℎ𝑘
)
= 𝐴𝐷𝑒ℎ𝑘 (𝑒ℎ𝑘𝑒𝑘𝑧 + 𝑒−𝑘𝑧
1
𝑒ℎ𝑘
) = 𝐴𝐷𝑒ℎ𝑘(𝑒𝑘(ℎ+𝑧) + 𝑒−𝑘(ℎ+𝑧))
= 2𝐴𝐷𝑒ℎ𝑘 cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)] . 
 
Prvi štirje koeficienti so vsi konstante. Zato jih damo skupaj in definiramo: 
 
𝐺 = 2𝐴𝐷𝑒ℎ𝑘. (46) 
 
Sedaj to vnesemo v (45) in dobimo preglednejši zapis potenciala kot: 
 
𝚽(𝑥, 𝑧, 𝑡) = G cos(𝑘𝑥) cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)] sin(𝜎𝑡) . (47) 
 
Potencial toka smo doslej kar uspešno »posodobili« s tremi robnimi pogoji. Ostaneta nam še 
dinamični robni pogoj in kinematični robni pogoj na prosti gladini, iščemo pa še konstanto 𝐺. 
Kasneje bomo določili tudi zvezo med 𝜎 in 𝑘, tako da je robnih pogojev ravno dovolj.  
Lotimo se dinamičnega robnega pogoja (32). Problem, ki nas tu čaka, je zahteven. 
Bernoullijeva enačba:  
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2) + 𝑔𝑧 = 0    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡). (48) 
 
je namreč zapisana za pogoj na gladini 𝜂. Te gladine še ne poznamo (na isti problem bi naleteli 
če se lotimo reševanja kinematičnega robnega pogoja na gladini, zato se najprej posvetimo 
Bernoullijevi enačbi), poznamo pa vrednost na gladini  𝑧 = 0. Ko naletimo na problem, je 
tradicionalno čas za predpostavko. Predpostavimo, da so nihanja okoli proste gladine majhna: 
𝐻/2 ≪  𝐿. Ko poznamo vrednost funkcije v neki točki in nas zanima bližnja okolica funkcije, 
nam v matematiki dober približek nudi Taylorjeva vrsta. Torej bi bilo smiselno Bernoullijevo 
enačbo s pomočjo Taylorjeve vrste od maksimalne gladine 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 𝐻/2 razširiti proti srednjemu 
nivoju gladine 𝑧 = 0, saj je tam stanje računsko bistveno bolj opisljivo.  
Predpostavimo, da so drugi odvod in vsi višji odvodi v Taylorjevi vrsti zanemarljivo majhni in 
neprimerni za obravnavo. Torej nam ostane sledeč načrt dela: 
 
0 = Bernoulli𝑧=𝜂(𝑥,𝑡) ≈ Bernoulli𝑧=0 + 𝜂(𝑥, 𝑡)
𝜕
𝜕𝑧
Bernoulli𝑧=0. (49) 
 
Vstavimo (48) v (49) in poglejmo, kaj dobimo: 
 
0 = [𝑔𝑧 −
𝜕𝜱
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2)]
𝑧=𝜂
≈ [𝑔𝑧 −
𝜕𝜱
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2)]
𝑧=0
+ 𝜂
𝜕
𝜕𝑧
[𝑔𝑧 −
𝜕𝜱
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2)]
𝑧=0
. 
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Izvedemo odvod in dobimo: 
 
0 ≈ [−
𝜕𝜱
𝜕𝑡
+
1
2
(𝑢2 + 𝑤2) + 𝜂𝑔 −
𝜕2𝜱
𝜕𝑧𝜕𝑡
+
1
2
𝜕
𝜕𝑧
(𝑢2 + 𝑤2)]
𝑧=0
. (50) 
 
Na prvi pogled nismo pridelali nič koristnega, samo še več izrazov. Smo pa pogoj prenesli na 
nivo 𝑧 = 0. Zato ostanimo konsistentni s prejšnjim »inženirskim predpostavljanjem« in 
premislimo o velikostnem redu členov pred nami. Vsi členi, povezani s hitrostjo, so majhni, saj 
gre za male odmike med srednjo gladino in gladino 𝜂. Če bi bile hitrosti velike, bi se gladina 
močneje spreminjala, kot kaže enačba (15). Spomnimo se tudi, da člen −
𝜕2𝜱
𝜕𝑧𝜕𝑡
 predstavlja 
majhno vrednost, saj gre za mešani odvod. Zato se odločimo zanemariti vse člene z višjo 
potenco in odvodom – naredimo linearizacijo -  in kar nam ostane je:  
 
0 = −
𝜕𝜱
𝜕𝑡
+ 𝜂𝑔    na 𝑧 = 0.   
 
Izrazimo gladino 𝜂(𝑥, 𝑡) okoli 𝑧 = 0: 
 
𝜂(𝑥, 𝑡) =
1
𝑔
𝜕𝜱
𝜕𝑡
    na 𝑧 = 0. (51) 
 
Dobili smo zanimiv rezultat (51). Gladina je odvisna od spreminjanja vodnega potenciala na 
gladini. Poleg tega je odvisna tudi od gravitacijskega pospeška, ki vodo vleče proti središču 
Zemlje. Logično je, da z večjim gravitacijskim pospeškom dobimo manjši odmik od srednje 
gladine morja. V enačbo (51) sedaj vstavimo zadnji potencial iz (47) in odvajajmo po času, kar 
ne bo težko (od časa je odvisen samo sin(𝜎𝑡)): 
𝜂(𝑥, 𝑡) =
1
𝑔
[𝜎𝐺 cos(𝑘𝑥) cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)] cos(𝜎𝑡)     na 𝑧 = 0. 
 
Iz enačbe lahko iztisnemo še nekaj odkritij več – vstavimo 𝑧 = 0 in postavimo vse konstantne 
člene spredaj:  
𝜂(𝑥, 𝑡) =
𝐺𝜎 cosh[𝑘ℎ]
𝑔
cos(𝑘𝑥) cos(𝜎𝑡) . (52) 
 
Spomnimo se, da je 𝜂 odmik od srednje gladine 𝑧 = 0. Člen cos(𝑘𝑥) opisuje gibanje vala v 𝑥-
smeri člen cos(𝜎𝑡) pa časovno spreminjanje. Torej nam izraz 
𝐺𝜎 cosh[𝑘ℎ]
𝑔
 mora pomeniti največji 
možni odmik 𝜂𝑚𝑎𝑥 = 𝐻/2, kot je razvidno iz slike 1. Da je ta odmik konstanten, nas zaradi 
predpostavk o periodičnosti ne sme presenetiti. Greben vala se bo s konstantno višino prenašal 
naprej in gibal v odvisnosti od ostalih parametrov. Njegova višina pa je določena s parametri 
ℎ, 𝑔, 𝑘 in 𝜎. Zapišemo torej: 
 
𝐺𝜎 cosh[𝑘ℎ]
𝑔
= 𝜂𝑚𝑎𝑥 =
𝐻
2
. (53) 
 
𝐺 je zadnja neznanka iz potenciala toka (47). Izrazimo: 
 
𝐺 =
𝐻𝑔
2𝜎 cosh[𝑘ℎ]
. (54) 
 
Nov izraz za 𝐺 (54) sedaj vnesemo v (47) in dobimo rešitev: 
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𝜱(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
𝐻𝑔 cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
2𝜎 cosh[𝑘ℎ]
cos(𝑘𝑥) sin(𝜎𝑡) . (55) 
 
Določimo še pripadajočo gladino z ugotovitvijo (53): 
 
η(x, t) =
𝐻
2
 cos(𝑘𝑥) cos(𝜎𝑡) . (56) 
 
Pridobili smo potencial toka, ki je določen z količinami, ki jih lahko izmerimo – višina 𝐻, dolžina 
𝐿 (za 𝑘), čas 𝑇 (za 𝜎) in globina morja ℎ. Podana je tudi gladina, ki sodi k temu potencialu. Ne 
pozabimo, da to še ni končna rešitev.  
 
Vse zanimive lastnosti valov, ki izhajajo iz enačb (55) in (56) si bomo ogledali kasneje (razdelek 
2.1.4). Sedaj nas namreč čaka še zadnji obračun. 
 
Valovi v času 𝑇 prepotujejo razdaljo 𝐿. S to povezavo lahko določimo hitrost in pospešek valov, 
za kar pa potrebujemo povezavo med 𝑘 in 𝜎. To pridobimo iz robnega pogoja (23) – zgornji 
kinematični robni pogoj: 
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑧
=
𝜕η
𝜕𝑡
−
𝜕𝚽
𝜕𝑥
𝜕𝜂
𝜕𝑥
    na gladini 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡). (57) 
 
Problema se lahko lotimo tako, kot pri Bernoulliju. Pogoj je zopet napisan za gladino, s 
Taylorjevo vrsto ga razširimo na nivo 𝑧 = 0 in poglejmo kaj nam ostane. Seveda imamo gladino 
iz (56) poznano, ampak zavoljo doslednosti oboje naredimo po istem postopku (je tudi hitreje in 
pregledneje). Nadaljujemo s predpostavko majhnih nihanj gladine, torej bodo hitrosti in 
spremembe tam male.  
 
0 = [𝑤 −
𝜕η
𝜕𝑡
− 𝑢
𝜕𝜂
𝜕𝑥
]
𝑧=𝜂
≈ [𝑤 −
𝜕η
𝜕𝑡
− 𝑢
𝜕𝜂
𝜕𝑥
]
𝑧=0
+ 𝜂
𝜕
𝜕𝑧
[𝑤 −
𝜕η
𝜕𝑡
− 𝑢
𝜕𝜂
𝜕𝑥
]
𝑧=0
.  
 
Kot prej, bomo višje odvode zanemarili. Ko odvajamo in prenesemo pogoj iz gladine 𝜂 na 𝑧 = 0, 
dobimo:  
0 ≈ [𝑤 −
𝜕η
𝜕𝑡
− 𝑢
𝜕𝜂
𝜕𝑥
+ 𝜂 (
𝜕𝑤
𝜕𝑧
−
𝜕2𝜂
𝜕z𝜕𝑡
− 𝑢
𝜕2𝜂
𝜕z𝜕𝑥
)]
𝑧=0
.  
 
Zopet zanemarimo vse člene z majhno vrednostjo (lineariziramo). Pri tem primeru je manj 
členov povezanih s hitrostjo, namesto njih se pojavijo mešani odvodi in odvodi gladine po 
prostoru. To so majhne vrednosti in hkrati za računanje neugodne. S to utemeljitvijo jih 
zanemarimo. Ostaneta nam samo člena 𝑤 −
𝜕η
𝜕𝑡
= 0 na gladini 𝑧 = 0. Torej je: 
 
𝑤 =
𝜕η
𝜕𝑡
    na 𝑧 = 0. (58) 
 
Pogoj nam pokaže, da je sprememba gladine 𝜂 po času odvisna samo od vertikalne hitrosti, ki 
pa teče v smeri normalno na gladino. Več kot se vode steka skozi gladino, bolj se ta spremeni. 
To je v skladu z enačbo (15) in v skladu s fizikalno intuicijo.  
Da dosežemo povezavo med 𝑘 in 𝜎, upoštevajmo enačbe (4), (55) in (56) ter dobimo: 
 
−
𝜕𝚽
𝜕𝑧
= −
𝐻𝑔𝑘sinh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
2𝜎cosh[𝑘ℎ]
cos(𝑘𝑥)sin(𝜎𝑡) =
𝜕η
𝜕𝑡
= −
𝐻
2
𝜎cos(𝑘𝑥)sin(𝜎𝑡)    na 𝑧 = 0.  
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V to enačbo vstavimo 𝑧 = 0 in upoštevamo 
sinh[𝑘ℎ]
cosh[𝑘ℎ]
= tanh[𝑘ℎ] ter dobimo sledeč izraz:          
                
−
𝐻𝑔𝑘
2𝜎
tanh[𝑘ℎ]cos(𝑘𝑥)sin(𝜎𝑡) = −
𝐻
2
𝜎cos(𝑘𝑥)sin(𝜎𝑡).  
Okrajšamo večino členov in izrazimo 𝜎, da dobimo povezavo: 
 
𝜎2 = 𝑔 𝑘 tanh[𝑘ℎ]. (59) 
 
Dobljeni enačbi se reče disperzijska enačba in povezuje hitrost širjenja/potovanja valov z 
njihovo frekvenco oz. periodo. Do enačb hitrosti valov pridemo kmalu. Enačba (59) nam torej 
nudi povezavo med 𝑘 in 𝜎, torej tudi povezavo med dolžino valov in periodo. Na to povezavo 
vplivata samo dva parametra – gravitacijski pospešek (ki ga vzamemo kot konstantnega, 
dasiravno nismo mazohisti) in globina morja ℎ. Vsaki vrednosti 𝜎 in ℎ pripada natančno en 𝑘. To 
je prikazano v prilogi A.  
 
Sedaj se vrnimo kar precej strani nazaj do enačbe (41) v kateri smo zaradi superpozicije »vrgli 
ven« člen 𝐵 sin(𝑘𝑥). Omenili smo že, da so vse izpeljave s tem členom analogne izpeljavi za 
člen A cos(𝑘𝑥), in jih nismo napisali zaradi preglednosti. Zato bomo zgolj navedli potencial toka, 
ki bi ga s tem členom pridobili:  
 
𝜱(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
𝐻𝑔cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
2𝜎cosh[𝑘ℎ]
sin(𝑘𝑥)cos(𝜎𝑡). (60) 
 
Čas je, da razmislimo, kaj smo z enačbama (55) in (60) dobili. Res gre za potencial toka, 
ampak v obeh primerih gre za stoječe valovanje. Posamezen potencial v teh enačbah nam 
opiše val, ki se po 𝑥-koordinati ne premika, ampak samo niha na mestu. Če pa enačbi (55) in 
(60) združimo, dobimo enačbo valovanja, ki potuje, bodisi v pozitivno ali negativno 𝑥 −smer. 
Funkcija oblike 𝑓(𝑥 − 𝐶𝑡) se z večanjem t premika v pozitivno 𝑥 −smer, zato od (55) odštejemo 
(60) in dobimo:  
 
𝜱(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −
𝐻𝑔cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
2𝜎cosh[𝑘ℎ]
sin(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡), (61) 
 
s pripadajočo gladino: 
η(𝑥, t) =
𝐻
2
cos(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡). (62) 
 
Če bi od (60) odšteli (55), bi val potoval v nasprotno smer. Potencial iz enačbe (61) je v literaturi 
najbolj pogost in uporaben potencial (Pršić, 2008; Sorensen, 2006; U.S. Army Corps of 
Engineers, 1984; Salmon, 2014; Ippen, 1966). 
 
 
2.1.4 Izpeljave iz enačbe potenciala toka  
 
Vse dosedanje delo nam je dalo enačbe (59), (61) (62), ki bodo služile kot osnova, na katero 
bomo postavili več lastnosti valov.  
 
2.1.4.1 Hitrost potovanja valov  
 
Začnimo s hitrostjo propagiranja valov, ki se tradicionalno označi kot 𝐶. Fizikalna definicija 
hitrosti je 
𝐶 =
𝐿
𝑇
.  
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Takšen zapis enačbe za valovanje ne pove nič koristnega. Zato bomo preoblikovali enačbo (59) 
dokler ne dobimo lepše povezave. Če v (59) upoštevamo 𝑘 =
2𝜋
𝐿
 in 𝜎 =
2𝜋
𝑇
, dobimo 
4𝜋2
𝑇2
= 𝑔
2𝜋
𝐿
tanh[𝑘ℎ].  
To preoblikujemo v 
𝐿2
𝑇2
=
𝑔𝐿
2𝜋
tanh[𝑘ℎ]. (63) 
oziroma 
            𝐶2 =
𝑔
𝑘
tanh[𝑘ℎ]. (64) 
 
Dobili smo hitrost propagacije, odvisno samo od globine morja ℎ in dolžine vala 𝐿. 
Zdaj iz enačbe (63) izpostavimo 𝐿; 
 
𝐿 =
𝑇2
2𝜋
𝑔tanh[𝑘ℎ]. (65) 
 
Kot bomo kasneje prikazali (razdelek 2.1.4.2), je vrednost tanh[𝑘ℎ] za velike vrednosti 𝑘ℎ, torej 
za globoko vodo, zelo blizu 1. Zato uvedemo 𝐿0, kjer nam indeks "0" predstavlja stanje v 
globoki vodi. Torej velja: 
 𝐿0 =
𝑔𝑇2
2𝜋
. (66) 
 
Oziroma, če zapišemo splošen pogoj: 
 
𝐿 = 𝐿0 tanh[𝑘ℎ]. (67) 
 
Privzamemo, da se perioda valovanja ne spreminja (kot pri ostalih vrstah valovanja, ki jih npr. 
poznamo iz fizike). Torej valovi v plitvejši vodi postajajo krajši.  
 
Po analognem postopku izrazimo še hitrost 𝐶: 
 
𝐶 =
𝐿
𝑇
=
𝐿0
𝑇
tanh[𝑘ℎ]    oziroma:  
 
𝐶 = 𝐶0 tanh[𝑘ℎ], (68) 
 
kjer nam člen 𝐶0 =
𝐿0
𝑇
 predstavlja hitrost širjenja valov v globoki vodi. Valovi se v plitvejši vodi 
torej tudi upočasnijo.  
S tem je hitrost potovanja vala opisana. Posvetimo se enačbama (2) in (4), da bolje pogledamo 
hitrostno polje znotraj vala. Če v ti dve enačbi vstavimo (61) in upoštevamo (59), dobimo:  
 
𝑢 =
𝐻𝜎cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
2sinh[𝑘ℎ]
cos(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡), (69) 
 
𝑤 =
𝐻𝜎sinh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
2sinh[𝑘ℎ]
sin(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡). (70) 
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2.1.4.2 Poenostavitve za globoko in plitvo vodo 
 
V prejšnjem poglavju smo omenili, da je vrednost hiperboličnega tangensa za velike vrednosti 
argumenta zelo blizu 1. Zato si poglejmo obnašanje ostalih vrednosti hiperboličnih funkcij za 
majhne in velike argumente, to je, kaj se da poenostaviti in kakšen je velikostni red napake ki jo 
delamo s tem.  
Začnimo z definicijami hiperboličnih funkcij: 
sinh(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
2
, obnašanje pri velikih 𝑥 je ≃ kot 
𝑒𝑥
2
. 
cosh(𝑥) =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
2
, obnašanje pri velikih 𝑥 je ≃ kot 
𝑒𝑥
2
. 
tanh(𝑥) =
𝑒2𝑥 − 1
𝑒2𝑥 + 1
, vrednost pri velikih 𝑥 je ≃ 1. 
 
Za obnašanje pri majhnih vrednostih argumenta 𝑥 se s pomočjo Taylorjeve vrste da dokazati, 
da velja:  
sinh(𝑥) ≃ 𝑥, 
 
cosh(𝑥) ≃ 1, 
 
tanh(𝑥) ≃ 𝑥. 
 
Boljšo predstavo o obnašanju teh funkcij in njihovih poenostavitvah nam nudijo grafi, prikazani 
na sliki 2. 
 
Slika 2: Hiperbolične funkcije. 
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V izpeljanih enačbah je argument pri hiperboličnih funkcijah vedno 𝑘ℎ, torej dve konstanti. Kaj 
je globoko/veliko in kaj je plitvo/majhno, bomo definirali iz razmerja med dolžino vala in globino.  
 
Če je val  20-krat daljši kot je globina vode (𝐿 = 20ℎ), je tanh (ℎ
2𝜋
20ℎ
) = tanh (
𝜋
10
) =
tanh(0,314) = 0,304 kar je manj kot 5% napaka pri poenostavitvi tanh(𝑥) ≃ 𝑥  . Podobno lahko 
prikažemo tudi za majhne vrednosti hiperboličnega sinusa in kosinusa. Pri plitvi vodi govorimo o 
dolgem valu, saj je glede na globino vode val dolg.  
 
Če je val le 2-krat daljši od globine vode (𝐿 = 2ℎ), je tanh (ℎ
2𝜋
2ℎ
) = tanh(𝜋) = 0,9962. Napaka pri 
poenostavitvi tanh(𝑥) ≃ 1 je spet zanemarljivo majhna. Podobno se tudi da pokazati za velike 
vrednosti argumenta pri sinh in cosh. V globoki vodi torej govorimo o kratkih valovih.  
 
V Preglednici 2 zberimo vse do sedaj izpeljane končne enačbe in poglejmo, kako se te 
spremenijo glede na to ali se nahajamo v plitvi ali v globoki vodi. 
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2.2 Enačba za tlak pod valom 
Tlak pod valom je glavni način prek katerega val vpliva na objekte grajenega in naravnega 
okolja, zato mu bomo namenili posebno poglavje in analize (poglavje 3). Toda najprej je treba 
izpeljati enačbo. Začnemo z Bernoullijevo enačbo (25). Pri prejšnjih uporabah te enačbe smo 
se postavili na gladino in predpostavili, da je člen 
𝑝
𝜌
 v relativnem sistemu enak nič, hitrosti, torej 
člen 
1
2
(𝑢2 + 𝑤2), pa zanemarljivo majhne. Ker nas tokrat zanima tlak pod valom, bomo iskali 
ravno člen 𝑝 in tako dobili porazdelitev tlaka pod valom. Če iz enačbe (25) izpostavimo tlak 𝑝, 
pri čemer še vedno privzamemo majhne hitrosti, dobimo: 
 
𝑝 = −𝜌𝑔𝑧 + 𝜌
𝜕𝜱
𝜕𝑡
. (71) 
 
Negativni predznak pri prvem členu nas ne sme presenetiti, saj je izhodišče koordinate 𝑧 na 
srednji gladini morja, pod tem nivojem pa je predznak negativen, tlak pa torej pozitiven. Prvi 
člen predstavlja hidrostatični tlak, ki linearno narašča z globino in je odvisen od gostote 
morske vode (privzamemo 1027 𝑘𝑔/𝑚3) in gravitacijskega pospeška. Drugi člen pa imenujemo 
dinamični tlak in je za analizo bolj pester. Če v enačbo (71) vstavimo potencial toka (61) in 
odvajamo po 𝑡 dobimo: 
 
𝑝 = −𝜌𝑔𝑧 + 𝜌𝑔
𝐻
2
cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
cosh[𝑘ℎ]
cos(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡). (72) 
 
Dinamični tlak je torej odvisen od vseh parametrov vala in se spreminja časovno in krajevno. 
Preden se mu posvetimo dalje (poglavje 3), pa je treba razčistiti dogajanje nad srednjo gladino. 
Pri izpeljavi potenciala toka smo namreč predpostavili, da pogoji na gladini η veljajo tudi na 
srednjem nivoju gladine 𝑧 =  0. Torej enačba (72) velja samo med 𝑧 = −ℎ in 𝑧 = 0. Za opis 
dogajanja med [0, 
𝐻
2
] pa se moramo še malo potruditi. V enačbi (72) lahko prepoznamo gladino 
η iz enačbe (62) in jo preoblikujemo: 
 
𝑝
𝜌𝑔
= −𝑧 +  η
cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
cosh[𝑘ℎ]
.  
 
Sedaj definiramo: 
cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
cosh[𝑘ℎ]
= 𝐾𝑝. (73) 
 
Člen 𝐾𝑝 imenujemo valovni faktor tlaka. Njegova vrednost je manjša od 1 za vse točke pod 
srednjo gladino morja. Enačbo (71) sedaj dokončno preoblikujemo: 
 
𝑝
𝜌𝑔
= η𝐾𝑝  −  𝑧. (74) 
 
V enačbi (74) nam člen z predstavlja prispevek hidrostatičnega tlaka, ki ni odvisen od valovanja. 
Člen η𝐾𝑝 pa je dejanski prispevek vala k tlaku. Ker je vrednost η lahko ali pozitivna ali 
negativna, nam ta člen zajame spreminjanje po osi 𝑥 in po času 𝑡 in nam tudi pove, da 
dinamični tlak lahko vrednost celotnega tlaka poveča ali zmanjša. Člen 𝐾𝑝 je za vrednost 𝑧 = 0 
enak 1, potem pa se mu vrednost manjša. Na srednji gladini torej vstavimo 𝑧 =  0, upoštevamo 
da ni ne tlaka ne odstopanja gladine od srednjega nivoja, ter pišemo: 
 
𝑝
𝜌𝑔
= 1 ∗ η −  0  = 0   na 𝑧 =  0. 
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Če si člen η𝐾𝑝 predstavljamo kot odstopanje od hidrostatičnega tlaka, tega odstopanja na 
gladini ne bo. Torej sklepamo, da je obnašanje tlaka nad srednjim nivojem gladine enako 
hidrostatičnemu tlaku (Rajar, 1980). 
Od te točke naprej se bomo zaradi sledečih razlogov posvetili izključno dinamičnemu tlaku. Prvi 
razlog je v tem, da je to tlak, ki je dejanska posledica vala, hidrostatični tlak pa je že tako 
prisoten in za obravnavo ni zanimiv. Tudi tlak nad srednjim nivojem je zaradi hidrostatične 
porazdelitve za analizo nezanimiv. Dinamični tlak si označimo kot 𝑝𝑑: 
 
𝑝𝑑 = 𝜌𝑔
𝐻
2
cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
cosh[𝑘ℎ]
cos(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡). (75) 
 
V enačbi (75) nam člen cos(𝑘𝑥 − 𝜎𝑡) predstavlja spreminjanje po 𝑥-osi in spreminjanje vrednosti 
tlaka glede na čas. Za praktično uporabo in dimenzioniranje pa nas predvsem zanima največja 
vrednost dinamičnega tlaka. Ta je največja, ko je vrednost tega člena enaka 1. Zato se od tod 
naprej omejimo le na amplitudo oziroma največjo vrednost dinamičnega tlaka. Ostane nam: 
 
𝑝𝑑 = 𝜌𝑔
𝐻
2
cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
cosh[𝑘ℎ]
. (76) 
 
Naš namen je čim bolj celovito raziskati obnašanje te funkcije. Člena 𝜌𝑔 vzamemo kot 
konstanti. Ostanejo nam parametri 𝐻, 𝐿, 𝑧 in ℎ (𝐿 je zajet v valovnem številu 𝑘). V poglavju 3 so 
vse odvisnosti predstavljene in razložene.  
Pri dimenzioniranju pa nas ne zanima zgolj porazdelitev tlaka, temveč tudi rezultanta. Tlak 
izračunamo glede na globino oziroma koordinato 𝑧. Vsota vseh tlakov pa nam da rezultanto. 
Torej si definiramo rezultanto tlakov 𝑅𝑑 kot integral:  
 
𝑅𝑑 = 𝜌𝑔
𝐻
2
∫
cosh[𝑘(ℎ + 𝑧)]
cosh[𝑘ℎ]
𝑑𝑧.
0
−ℎ
(77) 
 
Integral (77) lahko analitično izračunamo in dobimo: 
 
𝑅𝑑 = 𝜌𝑔
𝐻
2
tanh[𝑘ℎ]
𝑘
. (78) 
 
Tudi za rezultanto (77, 78) bomo iskali enake odvisnosti in obnašanja, kot za enačbo (76). 
Enačba (78) se razlikuje od enačb, ki jih v inženirstvu uporabljamo za praktično določanje 
rezultante dinamičnega tlaka.  
 
 
2.3 Programsko orodje Wolfram Mathematica 
Nadaljnje analize tlaka pod morskim valom so za računanje in izpeljevanje na papir preveč 
komplicirane in ob današnji tehnologiji tudi nepotrebne. Zato smo posegli po programu Wolfram 
Mathematica, licenciranem s strani podjetja Wolfram. Program Mathematica je v razvoju že od 
leta 1988 in je primarno namenjeno vsem vejam matematike in urejanja, prikazovanja podatkov 
in funkcij. Vse podrobnosti o orodju, možnostih uporabe in principu delovanja je mogoče 
pridobiti na spletni strani https://www.wolfram.com/mathematica/  
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3 REZULTATI 
 
Namen izvedenega dela v Mathematici je bil celovito predstaviti obnašanje in spreminjanje 
amplitude dinamičnega tlaka (ter njegove rezultante) pod srednjim nivojem gladine glede na 
parametre 𝐻, 𝐿, ℎ in 𝑧. Pri tem smo uporabljali enačbe (76) in (77) in (78), v katerih smo 
spreminjali parametre in izrisali ustrezne grafe.  
Preden se posvetimo pridobljenemu slikovnemu gradivu, je na mestu opomba. Zaradi lažjega 
prikaza rezultatov smo grafe tlaka risali kot parametrizacijo 2-dimenzionalne krivulje in ne kot 
funkcijo. Zato je na »tradicionalnem« položaju 𝑥-osi vrednost tlaka, vertikalna os pa predstavlja 
globino, t.j. koordinato 𝑧. Tako smo postavljeni v »realni« koordinatni sistem, katerega 
predstavitev sovpada z deli iz inženirske prakse (npr. Pršič, 2008). Za rezultanto tlaka pa smo 
uporabili »tradicionalni« prikaz grafa funkcije.  
Naposled se le posvetimo dinamičnemu tlaku. Slika 3 prikazuje tipičen potek dinamičnega tlaka. 
Blizu gladine morja je ta tlak največji, potem pa začne upadati proti zmeraj manjšim vrednostim, 
ko se bližamo dnu morja. Proti dnu postaja tudi vedno bolj linearen.  
 
 
Slika 3: Potek dinamičnega tlaka za val dolžine 50m in višino 2m v vodi, globoki 20m. 
 Takšen razpored tlaka pa ne bo veljal za vse valove, saj spremembe v valovni dolžini in globini 
morja pomembno vplivajo na velikost in potek tlaka. V poglavju 2 smo naredili delitev na dolge, 
kratke in prehodne valove. Ta delitev zajema ravno razmerje med valovno dolžino in globino 
morja, zato jo poglejmo pobližje. Za globino morja 20 metrov in višino vala 1 meter si narišemo 
graf (slika 4) dolgega vala ( 𝐿 = 400 𝑚), prehodnega vala (𝐿 =  100𝑚) in kratkega vala (𝐿 =
30 𝑚) (torej, vala v plitvi in globoki vodi ter na prehodnem območju): 
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Slika 4: Val v plitvi vodi (rdeče), prehodni vodi (modro) in globoki vodi (zeleno). 
Pri sliki 4 moramo biti pozorni, saj vrednost tlaka ni v istem merilu na vseh treh grafih. Za zdaj 
se posvetimo le obliki grafov. Kratki val pri globini 20 m doseže skoraj ničelno vrednost tlaka in 
krivulja ima najbolj izrazito ukrivljenost, medtem ko imata daljša valova na dnu še vedno 
precejšnje tlake. Daljši kot je val, manjša je ukrivljenost poteka tlaka po globini v primerjavi s 
krajšimi valovi. Razlog je v tem, da povzročajo daljši valovi bistveno večji tlak in zato tak tlak 
potrebuje večjo globino morja, da doseže svojo »tipično« obliko (slika 3). Vse tri valove iz slike 
5 postavimo na isti graf za ponazoritev (Slika 5):  
 
Slika 5: Kratki, dolgi in prehodni val. 
Narisani v istem merilu, grafi nazorno prikazujejo prej omenjene lastnosti. Dinamični tlak kratkih 
valov bo upadel na zanemarljivo majhne vrednosti pri manjših globinah. Za val v prehodnem 
območju je globina ravno pravšnja, da začne izkazovati ukrivljen potek vrednosti tlaka z globino, 
dolgi val pa bo pri isti globini povzročil dovolj velik tlak, da bo potek do globine 20 m skoraj 
linearen. Torej bi dolgi val deloval na telo oziroma objekt v vodi mnogo bolj enakomerno po 
globini, vpliv pa bi segel do znatno večje globine, kratki val pa bi imel pomemben vpliv le blizu 
gladine.  
 
Govorili smo o večanju in manjšanju vrednosti tlaka. Čeprav nam grafi tlaka o tem lahko nekaj 
povedo, je veliko bolj zgovorna rezultanta tlaka. Najprej prikažimo njeno odvisnost glede na 
parametra vala 𝐿 in 𝐻. Odvisnosti smo si pripravili tako, da smo vse parametre, ki jih nismo 
obravnavali, fiksirali. Spreminjali smo le spremenljivko, ki nas je zanimala.  
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Pri spreminjanju vrednosti 𝐿 in 𝐻 moramo biti pozorni. Val na odprtem morju ne more imeti kar 
poljubne vrednosti 𝐻 in 𝐿 zaradi stabilnosti. Kadar je 𝐿 manjši ali enak 7 kratniku višine vala 𝐻, 
se val poruši (Sorensen, 2006). Z enačbo (67) smo pokazali, da so valovi v plitvejši vodi krajši 
za faktor tanh[𝑘ℎ]. S tem istim faktorjem pa se korigira tudi pogoj porušitve valov v plitvi vodi 
(Sorensen, 2006), zato nam krčenja valov ni treba upoštevati.  
Vrednost rezultante tlaka z večjo dolžino vala narašča linearno, kot prikazuje slika 6. Rezultat je 
morda presenetljiv, ker valovna dolžina nastopa v hiperboličnih funkcijah. Integral predstavlja 
ploščino pod grafom, torej lahko sklepamo, da se tlak pri večjih valovnih dolžinah samo premika 
ali »odlepi« dlje stran od koordinatnih osi in ne spreminja poteka po globini.  
 
 
Slika 6: Rezultanta dinamičnega tlaka v odvisnosti od dolžine vala. 
Vrednost rezultante tlaka tudi z večanjem višine vala narašča linearno (slika 7). Tokrat gre za 
pričakovan rezultat, saj spremenljivka 𝐻 nastopa izven integrala. Ob primerjavi velikostnega 
reda rezultant na slikah (6) in (8) lahko slutimo, da je vpliv 𝐻 na rezultanto znatno večji  kot vpliv 
𝐿, saj sta oba grafa narisana pri enaki globini morja.  
 
 
Slika 7: Rezultanta dinamičnega  tlaka v odvisnosti od višine vala. 
Zadnja spremenljivka, od katere je dinamični tlak (in njegova rezultanta) odvisen, je globina 
morja ℎ. Pri slikah (4) in (5) smo že nakazovali na dejstvo, da valovi potrebujejo dovolj 
»globine«, da se tlak v celoti »razvije« v svojo tipično obliko in doseže skoraj linearni zadnji del. 
To smo sedaj z grafom (slika 8) tudi potrdili. 
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Slika 8: Rezultanta dinamičnega tlaka v odvisnosti od globine morja. 
Če je voda dovolj plitva, ne zajame celotnega tlaka. Rezultanta je integral, zato iz tega grafa 
lahko razberemo tudi značilnosti poteka tlaka pod valom – začetni velik naklon pri grafu (slika 8) 
nam pove, da je (pri valu v dovolj globoki vodi) blizu gladine vrednost tlaka res največja, saj tam 
vrednost integrala strmo narašča. Potem pa se vrednost tlaka začne postopoma zmanjševati, 
dokler doseže praktično nično vrednost – zato je rezultanta pri večjih globinah skoraj konstanta 
(vodoravna premica). Prispevki dinamičnega tlaka so pri dovolj velikih globinah zanemarljivi.  
 
Uspešno smo se opremili s osnovnim razumevanjem obnašanja dinamičnega tlaka pod valom. 
Zdaj smo pripravljeni na kompleksnejše grafe, ki bodo bolj nazorno potrdili dosedanje 
ugotovitve in kasneje tudi prikazali odvisnost tlaka od razmerja ostalih izbranih spremenljivk.  
Za začetek lahko potrdimo nekaj ugotovitev. Slika 9 potrjuje, da povzročajo valovi z večjo 
valovno dolžino pri večjih globinah večji dinamični tlak. Drugače rečeno, takšni valovi sežejo 
globlje. Pri dovolj velikih globinah pa tlak postane zanemarljivo majhen pri vseh valovnih 
dolžinah. Tlak na srednjem nivoju gladine ni odvisen od valovne dolžine, temveč je vedno enak 
in odvisen le od višine vala.  
 
 
Slika 9: Spreminjanje poteka dinamičnega tlaka z naraščajočo valovno dolžino. Korak povečevanja L je 
linearen in je 10m.  
Z večanjem višine vala se tlak na srednjem nivoju povečuje, kot kaže slika 10. To povečevanje 
je, kot smo lahko slutili iz slike 7, linearno in v skladu z ugotovitvijo, da je dinamični tlak nad 
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srednjo gladino po obnašanju hidrostatičen (Rajar, 1980). Večja začetna vrednost tlaka pa 
seveda pomeni, da bo tlak segel globlje. Pri velikih globinah pa vpliv dogajanja na površju spet 
nima velikega vpliva in dinamični tlak pada proti 0. Na graf smo dodali tudi vrednost 𝐻 = 0, kjer 
pričakovano dinamičnega tlaka ni, saj brez amplitude ni vala.  
 
 
Slika 10: Spreminjanje poteka dinamičnega tlaka z naraščajočo višino vala. Korak povečevanja H je 
linearen in je 1m.  
 
Zdaj se bomo posvetili tlaku v odvisnosti od razmerja 𝐿/𝐻. Razmerje, kjer upoštevamo največjo 
možno višina vala glede na dolžino, nam govori o »strmini« vala. Bolj kot je val dolg v primerjavi 
s svojo višino, manj je strm. Zato si oglejmo grafe  𝑝𝑑 = 𝑝𝑑(
𝐿
𝐻
), kjer smo fiksirali parameter ℎ in 
vstavljali različne vrednosti razmerja, tako da smo večali 𝐿. Pri tem smo definirali razmerje 𝑛 =
𝐿
𝐻
. Najmanjši možni 𝑛 je 7, največji pa teoretično nima omejitve. Izbrali smo končno razmerje 
350, torej je val 350 krat daljši od svoje višine. Grafi so prikazani na sliki 11.   
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Slika 11: Spreminjanje poteka dinamičnega tlaka z večanjem razmerja L/H. Korak povečevanja razmerja 
n je linearen in je 14.  
Zelo dolgi, položni valovi sežejo mnogo globlje in povzročajo po globini bolj enakomerno 
razporejen tlak kot krajši valovi. To si lahko zopet razlagamo z globino morja – da bi se tlak pri 
zelo dolgih valovnih dolžinah po globini lahko razvil v celoti, bi morala biti voda zelo globoka. 
Ker temu ni povsod tako, lahko ugotovimo, da zelo dolgi valovi delujejo po vertikali z bolj 
enakomernim tlakom.  
Za različne vrednosti 𝑛 lahko vidimo (slika 11), da se krivulje tlaka »zgoščujejo« pri večjih 
vrednostih in postajajo vse bolj linearne in navpične pod isto začetno vrednostjo tlaka na 
gladini. Teoretično bi val, ki je v primerjav z višino neskončno dolg, imel popolnoma enak vpliv 
oz. tlak kjerkoli na globini (in enake vrednosti, kot na površju).  
To si lahko razlagamo na dva načina. Neskončni val lahko pomeni, da vala sploh ni, saj je 
višina neskončno majhna, porazdelitev dinamičnega tlaka pa je enaka povsod, ker je ta enak 
nič.. V resnici nam graf (slika 11) ne pove prav veliko o valovih, saj vsebuje le razmerje 𝐿/𝐻 in 
ne dejanskih vrednosti. To zadrego bomo razčistili nekoliko kasneje v tem poglavju, ko bomo 
opazovali rezultanto tlaka glede na 𝐿/𝐻.  
 Lahko bi narisali tudi tlake v odvisnosti od razmerja 𝐻/𝐿, kjer bi se različne vrednosti 𝑛 
zgoščevale pri koordinatni osi in ne pri začetni vrednosti tlaka, graf pa ne bi povedal nič novega, 
poleg tega pa bi bil znatno manj pregleden.  
 
Posvetimo se še rezultanti dinamičnega tlaka (slika 12).  
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Slika 12: Odvisnost rezultante dinamičnega tlaka od razmerja L/H. 
Čeprav je bilo naraščanje rezultante v odvisnosti od 𝐿 in 𝐻 linearno (slika (6) in (7)), je 
rezultanta ob upoštevanju njunega razmerja nelinearna. Sicer opazimo upadanje pri večjih 
vrednostih, torej pri zelo položnih valovih razmerje nima več pomembnega vpliva na rezultanto. 
Pokazali smo že, da pri zelo velikih 𝐿 dinamični tlak postaja vse bolj linearen in majhen, in 
dodatno večanje 𝐿/𝐻 ne pridoda bistveno niti k linearnosti, niti k velikosti tlaka (in posledično 
velikosti rezultante) (slika 11). To opazimo tudi pri rezultanti (slika 12).  
Razmerje sedaj obrnemo, in na sliki 13 opazujemo rezultanto v odvisnosti od razmerja 𝐻/𝐿. 
 
Slika 13: Odvisnost rezultante dinamičnega tlaka od razmerja H/L. 
Graf (slika 13) se konča pri razmerju 𝐻/𝐿 =  1/7. To je rob stabilnosti vala, saj se vsi bolj strmi 
valovi porušijo. Tlak je na meji stabilnosti najmanjši, skladno z ugotovitvami iz slike (12).  
Tako sliki (12) in (13) zopet prikazujeta zgolj rezultanto odvisno od razmerja parametrov 𝐻 in 𝐿 
in ne dejanskih vrednosti. Na grafe bomo torej dodali še vrednosti parametra 𝐻, pogledali pa 
bomo tudi, kako se pri različnih globinah morja ℎ spreminjajo velikosti rezultante dinamičnih 
tlakov.  
 
 
Najprej opazujemo rezultanto v odvisnosti od razmerja 𝐿/𝐻 za različne globine pri fiksni višini 
vala (slika 14). 
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Slika 14: Rezultanta dinamičnega tlaka glede na razmerje L/H za različne globine morja. Korak 
povečevanja h je linearen in je 5m.  
Grafi postajajo vse bolj kompleksni, zato pohitimo z razlago. Pri manjših globinah morja 
razmerje 𝐿/𝐻 hitreje neha pomembno vplivati na velikost rezultante (graf postaja vodoraven). 
Razlog je enostaven – pri manjših globinah morja hitro dosežemo maksimalno vrednost tlaka, 
saj morje ni dovolj globoko da bi se tlak lahko v celoti razvil (slika 3). Pri velikih globinah pa se 
razmerje 𝐿/𝐻 lahko veča mnogo dlje časa, preden vpliv na rezultanto zamre, saj je morje dovolj 
globoko, da se spremembe v razmerju lahko izražajo v poteku dinamičnega tlaka.  
Sedaj fiksirajmo globino morja in spreminjajmo višino vala (slika 15).  
 
Slika 15: Rezultanta dinamičnega tlaka glede na razmerje L/H za različne višine vala. Korak povečevanja 
H je linearen in je 0,5m. 
S tem grafom (slika 15) smo uspeli dokončati zgodbo o dinamičnem tlaku, ki je grafi 𝑝𝑑(𝐿/𝐻) 
(slika 11) niso razkrili v celoti. Razmerju smo dodali še podatek o vrednosti spremenljivk. Iz 
grafa lahko razberemo, da se rezultanta tlaka valov z majhno višino z večanjem razmerja 𝐿/𝐻 
ne spreminja bistveno. Če pa je višina vala večja, se mu rezultanta z večanjem razmerja 𝐿/𝐻 
bistveno hitreje povečuje. 
Večanje razmerja 𝐿/𝐻 ima torej res pomemben vpliv na velikost rezultante tlaka, če je višina 
vala dovolj velika. Opazimo tudi, da se prirast tlaka z večanjem razmerja 𝐿/𝐻 linearizira in 
upočasnjuje – toda z večanjem višine vala se to spreminjanje zgodi kasneje. Sliki (14) in (15) 
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nam torej povesta, da bo kombinacija zelo dolgega vala z veliko višino in globoke vode prinesla 
velike dinamične tlake.  
 
Ker se naši zapisi v tem diplomskem delu približujejo koncu, si poglejmo še valove, ki jim 
razmerje 𝐻/𝐿 narašča do kritične meje stabilnosti, po kateri se zaradi rušenja njihov obstoj 
konča (slika 16).  
 
Slika 16: Rezultanta dinamičnega tlaka glede na razmerje H/L za različne globine morja. Korak 
povečevanja h je linearen in je 5m.  
Slika 16 o vplivu globine na rezultanto ne pove nič novega. Pove pa nam nekaj o tlaku pri 
valovih, ki se bližajo porušitvi oziroma se jim veča strmina – tlak pod njimi bo majhen in enak, 
ne glede na globino morja. Z večanjem strmine se valovom manjša 𝐿 in je zato po globini 
vplivno območje tlaka manjše. Torej je valovna dolžina pomembnejša kot višina vala pri 
globinski porazdelitvi tlaka.  
Slika 17 pove podobno kot slika 16, toda – višina vala ima tudi pri najbolj strmem valu 
razmeroma velik vpliv na vrednost rezultante dinamičnega tlaka. Večja višina vala tudi pomeni, 
da bo tudi, ko val postaja strmejši in krajši, njegov vpliv segel globlje. 
 
 
Slika 17: Rezultanta dinamičnega tlaka glede na razmerje H/L za različne višine vala. Korak povečevanja 
H je linearen in je 0,5m. 
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4 ZAKLJUČEK 
 
V diplomski nalogi smo predstavili predpostavke uporabljene pri linearni teoriji valov malih 
amplitud in izpeljali osnovne enačbe. S pomočjo teh enačb nam je uspelo prikazati in analizirati 
obnašanje dinamičnega tlaka pod valom v odvisnosti od vseh relevantnih spremenljivk. Poleg 
tega so izpeljave enačb sedaj tudi preverjene in v celoviti obliki na voljo v slovenskem jeziku.  
 
Hipotezo smo uspeli potrditi. Grafično smo prikazali vpliv poljubne vrednosti parametrov (in 
razmerij med njimi) na potek dinamičnega tlaka in njegovo rezultanto. Prikazani grafi in rezultati 
dinamičnega tlaka so uporabni za boljše razumevanje in ponazoritev obremenitev, ki jih valovi 
vršijo na naravno in grajeno okolje. Sedaj ne vemo zgolj s katerimi parametri se povečuje tlak, 
ampak tudi kako se povečuje. To vedenje nam omogoča bolj uspešno in hitrejše ocenjevanje 
vplivov valovanja v obalnem inženirstvu. Diplomsko delo bi lahko našlo svoj prostor tudi kot 
pedagoški pripomoček na fakultetah, kjer so morski valovi obravnavani v pedagoškem procesu.   
 
Možnih nadgradenj diplomskega dela je precej. Celotno poglavje 3 je posvečeno izključno 
dinamičnemu tlaku in bazira na le dveh enačbah. Iz analiz in prikazov lastnosti ostalih enačb bi 
bilo možno načrpati še veliko ugotovitev. Poleg tega smo v izpeljavah upoštevali številne 
predpostavke in idealne valove. Z različnimi nadgradnjami enačb in numeričnimi modeli bi bilo 
mogoče nekatere od teh predpostavk zanemariti in opazovati vplive vetra, dna itd. na 
obnašanje valovanja. V končni fazi bi se lahko posvetili tudi teorijam višjega reda in primerjali 
rezultate z linearno teorijo. 
 
Morda bi bila najbolj koristna primerjava dobljenih vrednosti in potekov tlaka z uveljavljenimi 
inženirskimi metodami in enačbami za dimenzioniranje obalnih struktur. V inženirski praksi so 
enačbe pogosto še dodatno poenostavljene in uporabljene tako, da smo pri dimenzioniranju na 
varni strani. Z eksaktnimi rešitvami bi bilo mogoče enačbe dodatno optimizirati in zmanjšati vpliv 
posegov v obalno in morsko okolje.  
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PRILOGA A 
 
Pokazali bomo, da vsaki kombinaciji globine morja ℎ in kotni frekvenci valovanja 𝜎 pripada le 
eno valovno število 𝑘. Disperzijsko enačbo 𝜎2 = 𝑔𝑘tanh[𝑘ℎ] preoblikujemo tako, da na vsaki 
strani dobimo izraz 𝑘ℎ: 
𝜎2ℎ
𝑔(𝑘ℎ)
= tanh(𝑘ℎ) 
Sedaj je člen kh prisoten na obeh straneh enačbe. Na levi strani izoliramo člen 
𝜎2ℎ
𝑔
, ki mu lahko 
predpišemo različne konstantne vrednosti (oziroma kombinacije 𝜎 in ℎ). Za izbrani primer 
privzamemo vrednosti 1, 2, 3 in 4. Na istem grafu sedaj narišemo levo in desno stran, v 
odvisnosti od velikosti produkta kh: 
 
 
Graf tanh(𝑘ℎ) se s posamezno funkcijo seka samo enkrat. Lahko utemeljimo tudi z odvodi: 
Odvod funkcije tanh(𝑘ℎ) je enak 1 − tanh(𝑘ℎ)2, kar je vedno večje ali enako 0 (zaloga vrednosti 
tanh(𝑘ℎ)2 je med 0 in 1). Odvod funkcije 
𝑁
𝑘ℎ
, 𝑁 ∈ ℝ, pa je enak 
−𝑁
(𝑘ℎ)2
, kar je za pozitivna števila 
vedno negativna vrednost. Zato je presečišče res največ eno, in kombinaciji ℎ in 𝜎 res pripada 
le en 𝑘.  
 
 
